Kvadratické rovnice

V zadani linearni rovnice se muze vyskytovat neznama ve vyssi nez prvni mocnin¢€. Vzdy ale pii Gprave tato
nezndma ve vyssi nez prvni mocniné zmizi, odecte se , protoze se vyskytuje na obou stranach ve stejném
nasobku. Pfesto se da fesit fada rovnic, kde se nezndma vyskytuje v druhé mocniné.

Kazda rovnice, ktera se da upravit do tvaru a-x’+b-x+c=0 ,kdy a€R\[0},b,c€ER ,se nazyva
kvadraticka. Clen a-x> se nazyva kvadraticky ¢len, ¢len b-x linedrni ¢len a élen ¢ absolutni
¢len. Clen a se nazyva kvadraticky koeficient, &len 5 se nazyva linearni koeficient.

Reseni kvadratickych rovnic

Hledéni feSeni rovnice x*=4 znamena hledani takovych &isel, jejichZ druhd mocnina je rovna 4. Druhd
mocnina kladného ¢isla 1 zaporného cisla je kladnd, druha mocnina opaénych ¢isel je dokonce stejna

( (=2)’=2=4 ).Proto x’=4>|x|=2=x,=2Ax,=—2 . Viechny ostatni rovnice, obsahujici nejvyse
druhou mocninu, se daji fesit obdobné.

Jinak mizeme tu samou rovnici fesit pomoci vzorce: x°=4=x"-4=0=(x—2)(x+2)=0 Soudin je roven
nule, jsou-li sou¢initelé rovni nule (asponl jeden). Proto X—2=0=x,=2Ax+2=0=x,=—-2  Vysledek je
stejny.

Jesté se Casto potkame s rovnici, kde se druha mocnina &isla rovna zapornému &islu, napt. x’=—25 . Tady
je nutné si uvédomit, Ze zatimco druhd mocnina jakéhokoliv ¢isla je Cislo kladné nebo nula, tak na druhé
stran¢ rovnice mame Cislo zaporné. Netesitelny problém — zadné reélné ¢islo neni zaroven kladné nebo nula
a zaroven zaporné. Proto mezi readlnymi Cisly tato rovnice feSeni nema!

Nejprve se podivame na feseni neuplnych kvadratickych rovnic.

Kvadraticka rovnice bez linearniho ¢lenu

Zkuste zacit tim, Ze si vyieSite sami par piikladii. Pak se vrat’te k tomuto obecnému postupu.
Takova rovnice se dé napsat ve tvaru  a-x*+c=0 ,kde a#0 .Pfevedeme-li ¢ na druhou stranu

: y . ., 1_ ¢
rovnice, dostaneme a-x’=—c .Apievedeme-li a na druhou stranu, dostdvame X =, Jako

., . < 1 vy , «r vy ¢ r 1
mezivysledek tu mame opacné (—) ¢islo k podilu dvou ¢isel ¢ a a . Toto Cislo ( . ) musi byt

. T R . - . -y I < ¢
kladné nebo nula, mé-1i mit rovnice feSeni, protoze je rovno druhé mocnin€ nezndmé x . Tedy cislo p

musi byt zaporné atedy (¢>0Aa<0)V(c<0Aa>0) ,jinymislovyéisla a a ¢ musimitrozdilni
znaménka. Neni-li tomu tak, rovnice nema zadné feSeni. Je-li ¢=0 (rovnice je bez linearniho i

absolutniho ¢lenu), pak ma jediné feSeni x=0 . Aje-li §<0 ,pak x=+ -

a
Priklad 1:
Reste rovnice:
a) 5-x°—125=0 b) —1,5-x*—6=0 c) 4-x’=0
d) 7-x*+28=0 e) —14-x’+3,5=0 ) (2:x=37+12:x=0
Resen:
5-x"—125=0|+125
5.x°=125]:5
a) pomalu: x*=25
|x|=5
x==5
P={-5,5]
e ., s . —125
rychle: a=5,c=—125 maji rozdilna znaménka; x:i\/—?:i 25==+5



—1,5:x—6=0|+6
—1,5-x"=6|:(—1,5)

x=0

b) pomalu: X=—4
nemd reseni
P=(]
rychle: a=—1,5,c=—6 maji stejnd znaménka; rovnice nema feseni
4-x*=0[:4
2_
¢) pomalu: x=0
x=0
P=(0j
rychle: a=4,c=0 ;protoze c¢=0 rovnice ma jediné feSeni
7-x°+28=0|-28
7-x°=—28|:7
d) pomalu: X’=—4
nemd reseni
P=(}

rychle: a=7,c=28 maji stejnd znaménka; rovnice nema feseni
—14-x°+3,5=0|-3,5
—14-x*=-3,5|:(—14)
e) pomalu: x*=0,25
x==x0,5
P={-0,5;0,5]

rychle: a=—14,c=3,5 maji rozdilna znaménka; x==+ \/ — 3{:

(2-x-3)*+12-x=0
4-x*—12-x+9+12-x=0

4-x*+9=0]-9

f 4-x*=—9|:4
©=—2
4

nemd reseni
P={}

Kvadraticka rovnice bez absolutniho ¢lenu

=+0,25=+0.5

Znovu zkuste zacit tim, Ze si vyfieSite sami pdr prikladii. Pak se vrat'te k tomuto obecnému postupu.
Takova rovnice se da napsat ve tvaru a-x"+hb-x=0 ,kde a#0 .Dasevytknout x ,takZe dostaneme
rovnici x-(a-x+b)=0 . Sou¢in dvou vyrazi se rovna nule tehdy, kdyZ se aspoti jeden z vyraz{i rovna nule.

Rovnice ma jedno feSeni x=0 a druhé feseni je feSenim linearni rovnice a-x+b=0 ,tedy x= -

Protoze a#0 ma tento typ netplné kvadratické rovnice vzdy feSeni a vzdy dvé feseni, P 2{0; -

Priklad 2:
Reste rovnice:
a) 5-x°—125-x=0 b) —1,5x"—6-x=0 c) x°
d) 7-x°+28-x=0 e) —14-x’+15-x=0 N (2
Resent:

i 5-x2—125-x=0
a)pomalé: 5\ 25)=0=x,=0Ax,=25

—125
rychlé: PZ[O;—TJZ[O; 25}

b

a

—8x=0
x=3)=9=0



—1,5-x°—6-x=0

b) pomale: —1,5'X'(X+4):0:>x1:0/\x2:_4
P
5. P= 0’._ = 0,‘—4
rjychle. l _LSI { }
¢) pomalé: o8a=0
p - x(x-8)=0=x,=0Ax,=8
-8
rychlé: PZ[O;—T ={0,8]
7-x°+28-x=0
d) pomalé: 7-x(x+4)=0=x,=0Ax,=—4
28
rychle: PZ{O;—T]:{O;_‘”’
—14-x*4+15-x=0
e) pomale: - = _ 1
x-(_14.x+15)_0:>x1_0/\x2—ﬁ
15 | 15
r. P: 0;_— = O,‘—
rychlé. [ —14) [ 14]
(2:x-3)"-9=0
f) pomalé: 4-x*—12-x+9-9=0
P : 4.x2—12'x:0

4-x-(x-3)=0=>x,=0Ax,=3

Snadno resitelné uplné kvadratické rovnice

Nékteré rovnice, hlavné ty, které maji kvadraticky koeficient rovny 1 a linearni koeficient sudy, se daji fesit s
pomoci vzorcli  (a+b)’=a’+2ab+b’ ¢i (a—b)’=a’—2ab+b’ . UkéaZeme si nejdtive ty, které vedou na

. : . b
tvar (a-x+b)’=0 ,tedy druhd mocnina dvojélenu rovna nule. Pak je vysledek x= -

Priklad 3:

a) x*—40-x+400=0 b) x*+14-x+49=0 c) 3-x’—18x+27=0
Resenti:
x*—40-x+400=0
x*—2-x-20+20°=0
(x—20)"=0
x=20;P=[20]
x*+14-x+49=0
42 x-7+7°=0
(x+7)=0
x=—7;P=[-7]
3.x°—18-x4+27=0
3-(x’=6-x+9)=0]:3
)  x'—2-x-3+3°=0
(x=3)=0
x=3; P=(3)

a)

b)

Reseni aplnych kvadratickych rovnic

Nez si odvodime vzorec, ukazeme si n¢kolik ptikladd, jak by se kvadraticka rovnice v iplném tvaru dala
fesit.



Priklad 4:
a) x'-42:x+15=0 b) —x*+30-x—15=0 c) 3-x°-21-x+147=0
Reseni:
x*—42-x+15=0
x°=2-x-21421°=21°+15=0]-15+21
2) (x—21)’=456Vobé strany
x—21=%2-114
x,=21+2:\114 Ax,=21-2114
P=(21+2-V114]
—x’+30-x—15=0
—(x*=2-x-15+15°)4+225-15=0[-225+15
—(x—=15)"==210[:(—1)

b) (x—15)=210
x—15=%210
x,=154+210=225Ax,=—95
P={-95,225]
3.x°=21-x+147=0]:3
x'=7-x+49=0
» 2:x7 49 49
S T 2 1 49=0
2 4 4
2
7\" 493 147
©) (_E) 7 -0
ANty
2 4
nemd resent
P=g

Tento postup je vzdy pouzitelny, ale, jak je vidét, velmi Casto opakujeme uplné stejné kroky — doplnéni na
tverec (vzorec (a+bh)’=a’+2-a-b+b* ), pak pievedeme ¢&isla na pravou stranu, odmocnime (je-li na
pravé stran¢€ kladné ¢islo) a prevedeme Cislo z levé strany na druhou. Jak by to vypadalo pro obecny tvar
kvadratické rovnice?



a-x’+b-x+c=0]:qa
x2+é-x +£=0

a a
b 2

2-a

2 b
+2x——+
X X a

2.a 4-q°
b _ i\/b2—4-a-c | —b
2:a 2-a 2-a
. = —b+\b'—4-a-c
1,2 2 -a
Vztah, ke kterému jsme dosli za pouziti povolenych uprav pfi feSeni rovnice s vyjimkou odmocnovani by se
dal pouzit univerzalné¢. Tedy vzorec by mohl pomoci k feSeni kvadratickych rovnic, kde ostatni feSeni jsou

vvvvvv

X+

Zbyva se podivat na odmocnéni. Neni problém se jmenovatelem — 4-¢” je kladné a nenulové &islo,
znaménko a nehraje Zadnou roli aniv a” , ani po odmocnéni, protoZe pred celou odmocninou je =,
proto miizeme psat a . Co s Citatelem b°—4-g-c ? Je to matematicky vyraz, ktery miize nabyvat, podle
¢isel, hodnot kladnych, zapornych nebo nuly. Protoze ma vétsi vyznam, oznacime ho pojmem diskriminant,

D=b>—4-q-¢c .Jeli D>0 , mizeme jej odmocnit a dostaneme dvé riizn4 FeSeni, dva kofeny
kvadratické rovnice; je-li D=0 ,jeho odmocnina je také 0 a dostaneme jeden koien, kterému fikame
dvojnésobny koten. A je-li D<0, odmocnit nemiizeme, protoze to pro realna ¢isla neni povolené. Pak tedy v
oboru redlnych c¢isel kvadratické rovnice feSeni nemé. Mozna, az ptfipustime odmocninu ze zaporného Cisla,
se dostaneme dal, ale uz to nebudou reédlna Cisla (ale imagindrni).

Vzorec pro reSeni kvadratické rovnice = —bzi VD AD=b*—4-g-c
: a
Priklad 5:
Vyfteste kvadratickou rovnici:
a) x’—15-x+36=0 b) 25-3°—225-x—900=0 c) x’—2:V2-x+1=0
Reseni:

) a=1;b=—15,¢c=36
a D=225-4-36=225-144=81
D >0 , takZe rovnice bude mit dvé feSeni
i, o lSEVBL 1540 24 ) 1529 _6_,
’ 2 2 2 2 2
P=(3;12]
25-x°—225-x—900=0]: 25
b) x’—9:x—36=0
a=1;b=-9,¢c=-36
D=81—-4-(—36)=81+4-36=225
D >0 , takZe rovnice bude mit dvé feSeni




_9£225
==

X, 2 x,=12Ax,=-3
P=(-3,12]
0 a=1;b=—22;c=1
D=8-4=4
D>0 | takze rovnice bude mit dv¢ feSeni

xm:#:ml:\/a+l/\x2=\ﬁ—l

P=(\2-1;2+1}
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