Definice funkce:

Funkce je zobrazeni z mnoZiny A redlnych ¢isel do mnoziny B redlnyjch ¢isel a to takové, Ze kazdému prvku z mnoziny A
Jje prirazen pravé jeden prvek z mnoZiny B.
Toto zobrazeni mtizeme zapisovat rizne:

Pravidlo Symbolické zapisy Mnozina dvojic
Pricti ¢islo 4 X->X+4 y=X+4 [x; x + 4]
Vynasob ¢islo 2 X->2%x y=2%x [x; 2 *x]
Urdi ¢islo prevracené X—>1/X y=1/x [x; 1/x]

Zapisu y = f(x) fikame funkéni predpis.

Proménna x je nezavisle proménna z mnoZziny A, mnoziné A fikime defini¢ni obor funkce (a znacime Df).
Proménna y je zavisle proménna z mnoziny B (jeji hodnota zavisi na konkrétnim ¢isle x), mnoziné B fikAime obor
hodnot funkce (a zna¢ime HY).

Grafické znazornéni funkce

Krome predpisu se da funkce znazornit tabulkou, kde jeden fadek predstavuje libovolné hodnoty z defini¢niho oboru a
druhy radek vypocitané hodnoty podle funkéniho predpisu. Stejné tak se da funkce znazornit mnozinou
usporadanych dvojic (prvni je x-ova hodnota, druhé y-ova hodnota).

Kartézska soustava souradnic

Abychom se dorozuméli, pouzivame takovou soustavu soutadnic, ktera spliuje nékolik kritérii:
1. primky, kterym fikame osy, jsou na sebe kolmé — vodorovnou oznacujeme x, svislou y;protinaji se v poéatku
soustavy souradnic, ten oznacujeme O
2. maji stejné méritko, jednotky stejné délky
3. pocatkem je kazd4 osa rozdélena na dvé polopiimky, jednim smérem (doprava nebo nahoru) kladnou, po¢inaje
nulou, druhym smérem (doleva nebo dold) zapornou, poéinaje nulou
Vyneseni konkrétniho bodu odpovidajiciho funkci znamena najit jeho obraz na ose x, jeho obraz na ose y a priasec¢ik
rovnobézek s témito osami prochazejicimi témito obrazy.

Priseciky grafu funkce s osami

Priseciky grafu s osami jsou velmi vyznamné body. VSeobecné maji body na ose x y-ovou soufadnici 0 a x-ovou
libovolnou — X[x; 0].Body na ose y x-ovou soutradnici 0 a y-ovou libovolnou — Y[0; y].
A nyni se na nékteré funkce podivame podrobnéji.



Vlastnosti funkci

Monotonnost pribéhu funkci

Funkce je rostouci, pokud s rostoucim x rosteiy.
V xeD,:x;<x,=f(x;)<f(x,)

Funkece je klesajici, pokud s rostoucim x roste iy.
V xeD,:x;<x,=>f(x;)>f(x,)

Funkce je nerostouci, pokud s rostoucim x roste i y.
V xeD,:x;<x,=f(x;)=f(x,)

Funkce je neklesajici, pokud s rostoucim x rosteiy.
V xeD,:x,<x,=f(x)<f(X,)

Extrémy funkce

Extrémem funkce je hodnota, ktera je mensi (nebo vétsi) nez vSechny ostatni hodnoty funkece.
Funkce m4 vbodé X mimimum, pokud Y x€D,:f(x)>f(x

maximum, pokud V' xe€D,:f (x)<f(x

min min)

Funkce ma vbodé X max)

max

Soumeérnost funkce
Funkece, ktera je soumérna podle osy y, se nazyva sud4 funkce.
V xeD,:—xeD Af(x)=f(—x)

Funkece, ktera je soumérna podle poc¢atku soustavy souradnic, se nazyva licha funkce.

V xeD;:—xeDAf(x)=—f(—X)

Funkce, funkcni hodnoty
Podle grafu

Funkeci pozname podle toho, Ze se nikde nestane, zZe by jednomu x odpovidaly dvé (a vice ) hodnoty y. Graf funkce je
mnozina bodd, které maji x-ové soutradnice, y-ové soutradnice. Tyto soutfadnice odpovidaji dvojicim ¢isel, které souhlasi s
vypoctem pomoci predpisu funkce. Dosadim-li za x, dostanu funkéni hodnotu f(x)=y. Dosadim-li za y, dostanu, pro které x
vychéazi takova funkéni hodnota.

Podle predpisu

Mam-li na strané ptredpisu vyraz, ktery nenabyva jednozna¢ného vysledku, pak se nemiize jednat o funkci. x je nezavisle
proménnd, dosazuji hodnoty z defini¢niho oboru, y je zavisle proménna, jeji vysledek zavisi na piredpisu a dosazeném x.
Mnozinu vSech y (funkénich hodnot) nazjvidme oborem hodnot.

Definicni obory a obory hodnot
Podle grafu

Defini¢ni obor ,pfec¢teme” na ose x (promitnutim bodi grafu na osu x) a obor hodnot na ose y (promitnutim bodii grafu
na osu y).

Podle predpisu

Defini¢ni obor je vlastné mnozina x, pro které méa predpis smysl. Obor hodnot dost ¢asto (nezname-li vlastni funkci a jeji
vlastnosti) nejsme schopni urit.

Monotdnnost funkce, maxima a minima, omezenost

Podle grafu

Funkce rostouci v celém defini¢nim oboru roste, tedy pro ,.zvétsujici se“ x se zvySuje i hodnota y (funkéni hodnota). Pro
neklesajici funkei plati, Ze pro néktera x vychazi funkéni hodnota stejna, jinak je ale rostouci.

Funkece Kklesajici v celém defini¢nim oboru kles3, tedy pro ,zvétsujici se” x se snizuje hodnota y (funkéni hodnota). Pro
nerostouci funkci plati, Ze pro néktera x vychazi funkéni hodnota stejna, jinak je ale klesajici.

Maxima, minima a omezenost funkce poznavame podle osy y a funkénich hodnot funkce — mé-li funkce maximum, je
omezeni shora, ma-li minimum, je omezena zdola. A obracené — je-li néjak omezen4, pak ma i maximum nebo minimum.



Podle predpisu

Znam-li vlastnosti funkce podle pfedpisu, mohu urcit jeji maxima a minima (ma-li je). Obecné zatim zZadné ,nastroje“ ke
zjisténi zatim nezndme. Mizeme se pokusit na konkrétnim predpisu zjistit pomoci rovnic/nerovnic a jejich Gprav.

Sudost, lichost

Podle grafu

Staci rozpoznat, zda je graf soumérny podle osy y (funkce je suda) nebo podle poc¢atku soustavy souradnic (funkce je
lich4).

Podle predpisu

Obecné zatim zadné ,néstroje” ke zjisténi zatim nezname. MiiZeme se pokusit na konkrétnim predpisu zjistit pomoci
rovnic/nerovnic a jejich aprav.

Konstantni funkce

y=k ,kdekjelibovolné redlné ¢islo
Defini¢nim oborem této funkce mize byt celd mnozina realnych ¢isel (nebo jeji libovolna podmnozina), protoze at zvolim
x jakékoliv, predpis prifadi y jedno konkrétni realné ¢islo k, které je samo oborem hodnot této funkce.
Grafem je primka, rovnobézna s osou x, kde y = k (podle funkéniho predpisu)

Linearni funkce

y=ax+b ,kdeajelibovolné realné ¢islo kromé nuly (protoZze pro a=0 se jedné o konstatni funkci) a b je libovolné
realné ¢islo
Defini¢nim oborem této funkce miiZe byt cela mnozina realnych ¢isel (nebo jeji libovolna podmnozina), protoze v
predpisu mohu zvolit za x jakékoliv ¢islo a predpis priradi y jeho a-nasobek zvétSeny o ¢islo b. Oborem hodnot je mnozina
realnych éisel (nebo jeji podmnoZzina v zavislosti na definiénim oboru).

Vlastnosti linearnich funkci

Vlastnosti linearnich funkei, vliv parametrii a ab vpfedpisu y=a-x+b se dé nejlépe vyzkouset na nasledujicim
prikladu:

Parametr b ma vliv na posun funkce na ose y, jeho hodnota piimo udava priisecik grafu funkce s osou y.
Parametr a ma vliv na sklon grafu funkce, pro kladné a je y (funkéni hodnota) se zvy$ujicim se (rostoucim) x také
zvySujici se (rostouci) a pro zaporné a je y se zvySujicim se x zmensujici se (klesajici).

Zaveér:

Pro kladné a rikame, Ze funkce je rostouci, a pro zaporné a iikame, ze funkce je klesajici.

Priseciky grafu linearni funkce s osami

Préiseéiky grafu s osami jsou velmi vyznamné body. VSeobecné maji body na ose x y-ovou soufadnici 0 a x-ovou
libovolnou — X[x; 0], v predpisuy = a * x + b bude y = 0, tedy 0 = a* x + b, priisecik s osou x je X[-b/a; 0].

Body na ose y x-ovou soutadnici 0 a y-ovou libovolnou — Y[o0; y], v pfedpisuy = a * x + b bude x = 0, tedy y = b, prtsecik s
osouy je Y[o; b].



Kvadraticka funkce

Kvadratické funkce je funkce dané pfedpisem =g- X4+b-x+c

Jejim definiénim oborem je IR , protoZe za nezavisle proménnou x mohu dosadit jakékoliv realné ¢islo.

Jeji obor hodnot je omezeny, protoze umocnénim x nedostaneme jakékoliv realné ¢islo, ale pouze realné ¢islo nezaporné —

k oboru hodnot se proto jesté vratime.

Jeji priiseciky s osami jsou body, kdyse x=0 ,tedy y=c nebokdyse y=0 ,tedykofeny rovnice
a-x>+b-x+c=0 .Tatorovnice ale feSeni mit nemusi, proto ani priise¢iky s osou x nemusi existovat.

Zavér: Prisetik sosouy Y [0;c]| ;prisedik s osou x, existuje-li, je X [x,;0],; X,[x,;0]

Podivejme se na graf zdkladni funkce = x? , pripadné co s nim délaji parametry a,b,c

12

X y
-5 25 10
-4 16
_3 8
-2

6
-1 1
0 0] 4
1 1
2 2
3 9

0
4 16 0 2 4 6 8 10 12
5 25

Z grafu je vidét, Ze funkce y=x 2 je pro zaporné x klesajici a po kladné x rostouci, pro x=0 ma4 ze viech hodnot y tu
nejmensi hodnotu, tedy minimum a smérem nahoru je oteviena.

Zmény grafu podle y=p x’
Kdybychom vSechny hodnoty ~y=x vynésobili kladnym &slem ( y= p- x> p>0 ), zvétsi se hodnoty
p-krat. Kdybychom vSechny hodnoty = x? vynésobili zApornym é&islem ( y=p- x> p<0 ), zvétsi se hodnoty p-

krat, ale na opa¢nou stranu osy y.

Grafy kvadratickych funkci
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Zmény grafu podle ,=x"+p

To by sice mélo byt jednoduché, ¢islo p posouva graf funkce nahoru nebo doli (kladné p nahoru, zaporné p dold), ale
radéji si to zase ukdZeme na tabulce a grafu. Prakticky jde o to, Ze kazdou hodnotu zvy$ime/snizimeop: y= f(x)

zménimena y=f(x)+p

12
X y=x’ y=x"+4 y=x"-3
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Zmény grafu podle y=(x—p)’

To u% je trochu t&781. Kazdou hodnotu zménime: y=f(x) na y=f(x—p) .Znamen4to,Zesehodnoty y pro
x budou shodovat s hodnotami pro x odpovidajici x— p . Zase sispoc¢itdme tabulku a na¢rtneme graf.
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Z grafii je patrné, 7e se vychozi graf funkce  y=x> posunulo p doprava (kdyZje p kladné a odeditime)ao p
doleva (kdyZ je p kladné a pric¢itime nebo, coz je totéz, kdyz je p zdporné a odecitame).
Tento posun rika také, kam se posune minimum nebo maximum dané funkce.

Shrnuti

Grafem kvadratické funkce y=g- x>+b-x+c jektivka, které fikime parabola. Je-li >0 , ma minimum (je
oteviena smérem nahoru), je-li <0 , mad maximum (je oteviend smérem doll).
Extrém (minimum/maximum) zjistime tipravou pfedpisu do tvaru  y=(x— m)2 +n

y=a-x"+b-x+c

y=a-(x2+é-x)+c
a

2 b b b’
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_ 12 e C— 2
Hodnoty m:—i a n:w jsou souradnice extrému — | — b ; dach
2-a 4-q 2-a 4-a
_ 2 . . —_— 2
Pokudje a>0 ,je obor hodnot <404;b ;oo) ,pokudje a<0 , je obor hodnot (—oo - 4 a4c b >
.a -a

Funkcejepro «a>0 Kklesajici do extrému, od extrému rostouci, pro a <0 je rostouci do extrému, od extrému
Kklesajici.



Mochinné funkce

Vsechny funkce tvaru  y=x" ,kde n€IN ,nazyvidme mocninné funkce.

vdechny maji D, =R

Je-li n sudé dislo, jsou funkce sudé, maji H = <0 N OO) .Jsoupro x€ (— 0, 0> Kklesajici, pro x €<0 K oo)
Je-li n liché &islo, jsou funkee liché, maji  H ,= IR . Jsou v celém defini¢nim oboru rostouci.

e

x"2 x"5 1

x"8

A co se bude dit, kdyZ se funkce zméni na y=a-x"+b ?

Parametr @>(0 znamena rostouci funkei (liché n) nebo vrchol dole (sudé n),
pro a>1 budegrafui$i,pro 0<a<l bude graf Sirsi.

Parametr @ <0 znamena klesajici funkei (liché n) nebo vrchol nahoie (sudé n),
pro a<—1 budegrafuzsi,pro 0>a>—1 bude graf sirsi.



Neprima umeérnost

Funkce s pfedpisem y 2)17 mé Df =R\ { 0} . Pro x=0 hodnota neni definovana, budou-li x kladn4, blizka nule,

funkéni hodnota roste, pro x zaporna, blizka nule, funkéni hodnota klesa.
Z tabulky mtiiZzeme odhadnout graf:
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Graf se nazyva hyperbola. Sklada se ze dvou vétvi, obé klesaji.

Obor hodnotje IR\{0] ,hodnoty y=0 neni mo7né dosahnout. Priise¢iky tim padem tato funkce nema.
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Jak bude vypadat funkce y=)k7 ?

Pro k>0 vétve budou ve stejnych ¢astech soustavy souradnic (prvni a tieti
kvadrant), pro k<0 se vétve (protoZe predchozi hodnoty budou mit opaéné
znaminko) prohodi do druhého a étvrtého kvadrantu.

Pro k>1 nebo k<—1 sevétve,oddali“odos,pro —1<0<1 sevétve
»priblizi“ k osam.

Jak bude vypadat funkce y=)17+q ?

Cely graf se posuneo g ,je-li ¢g>0 ,pakseposunenahoru,je-li ¢g<0 ,
posune se doli, obor hodnot bude IR\ {g]

Jak bude vypadat funkce y=xip ?

Bude mit D, = IR\{p]| .Toznamen4, ze je-li p>0 , posouva se ptivodni graf doprava, je-li p<0 , posouva se
graf doleva.

. v a-x+b
A jak obecne funkce y=—"—"— 7
cx+d
Takovou funkci musime (a umime) pievést na tvar y= o +q , coZzznamena obecné rozlozit ¢itatel na nasobek
jmenovatele a ¢iselny zbytek.
. . b a-d
Llcx+d) b—ﬂ b—ﬂ ———
a-x+b_c c _a c _a, ¢ ¢ y e k_ﬁ_ﬂ
= + =4 — - ——1 ___— | coZznamena, Ze univerzalné = >
cx+d cx+d cx+td ¢ cx+d c x+i ¢ c
c
- a
p=—", 9=—
c c
Konkrétné:
Priklad 1:
_x+t4
Y x—3
4
DfZIR\{3} ; Y[O;-g] ; X[—4,'0}
:x+4_x—3+4+3_x—3+ 7 1+ 7

x—3 x—3 T x=3 x—3: x—3

7
Jetofunkce y=— posunuta o1 nahoru a 3 doprava. Je klesajici pro (—o0;3)U(3,; )
X



Exponencialni funkce

Mocninné funkce y=x" mély nezévisle proménnou v zdkladu mocniny, za n jsme dosazovali pfirozen4 ¢isla (a -1).
Tentokrat bude zaklad ,,pevny*, realné ¢islo a exponentem bude nezavisle proménna.

Exponenciélni funkce: y=qg* ,kde ge |R+\{ 1}

Kdyby a bylo ¢islo zaporné, funkce by byla ,divna“ - pro suda x kladn4, pro zdporna x zaporna, zkratka by ,.skakala“.
Kladn4 mocnina umocnéna na o se rovna 1, takze vSechny funkce budou prochézet bodem [0; 1]. Pro dalsi seznameni si
budeme muset nakreslit néjaky konkrétni graf.

Zvolme =¥
x - - -2 -1 L 0 1 1 2
4 3 ) B 3 4
1 1 1 1 1
— = — = - 1 2 8 16
Y 6 | 8 4 2 2 V2 4
Zvolme y= 1 )
2
X 2 1 L o} 1 1 2
4 3 ) ) 3 4
1 1
16 8 2 1 - =
Grafy funkce vyneseme do jedné soustavy soutadnic. Pro zaklad
a=2 je funkce rostouci, pro zaklad % je funkce Kklesajici. Pro
a=2 jeprokladna x funkénihodnota vétsinez1apro Y: 0 , 5 Ax
zapornd x mensSinezZ 1; u funkce se zdkladem a= 5
To se d4 zobecnit a plati: |
,Is
Vlastnosti exponencialnich funkci
a>1 :funkce je rostouci; V x<0:0<f(x)<1
x=0: f(x)=1
YV x>0:f(x)>1
Poznamka: vSechny hodnoty jsou kladné, funkce je omezena zdola hodnotou o; Df =R ; H = (0, 00)

0<a<1 :funkce je klesajici; V x<0:f(x)>1
x=0:f(x)=1
YV x>0:0<f(x)<l1

Poznamka: vSechny hodnoty jsou kladné, funkce je omezena zdola hodnotou 0; D = R . H = (0,00)




Prosta funkce

Pro funkci plati, Ze pro vSechna x z defini¢niho oboru existuje pravé jedno y zoboru hodnot, kazdému x je
pfifazeno pravé jedno y

Kdybychom v piedpisu prohodili x a » ,dostaneme jiny pfedpis. U néj ale toto pravidlo vSeobecné neplati.
Prosta funkee je takové, ze kazdé y zoboru hodnot odpovida pravé jednomu x z defini¢niho oboru.

Funkce f jeprosta,jestlize V' xe€D,:x;#x,=f(x,)=f(x,)

Zaroven plati, je-li funkce rostouci nebo klesajici, pak je i prosta (obracené to neplati).

Priklad:
Rozhodnéte u nasledujicich funkeci, zda jsou prosté:
a) y=5-x—-7 b) y=—2-x*+6-x—9 ) y=x—|x+1|
2
d =3 =44 —1x
) y=x e) y —3 f) y 3
Reseni:

a) grafem je pfimka, kazdé y odpovida pravé jednomu x ,funkce je prosta

b) grafem je parabola, kromé vrcholu 3. %] vSechna ostatni y €&

2 ’

9
—o) 5 ) odpovidaji dvéma riznym

hodnotam x, funkce neni prosta

¢) grafem funkee jsou polopfimky: x & (— oo, —1 > cy=2-x+1 ; x€ < —1 ;0 > :y=—1 ,uzsamotné druh4 pfimka
(rovnobézna s osou x) Iik4, Ze pro rtizné x dostaneme stejné y, funkce neni prosta

d) funkee je rostouci a lich4, z grafu vime, Ze riznd y odpovidaji vidy jednomu x , funkce je prosta

f) grafem je exponenciéla, kazdé ) odpovida pravé jednomu x ,funkce je prosta

Inverzni funkce

Podle osy 1. a 4. kvadrantu (grafu funkce y=Xx ) je soustava soufadnic soumérna sama se sebou, osa x piejde na osu y
a obracené. VSechny dvojice funkci, které jsou takto soumérné, nazyvame inverzni funkce.

ProtoZe dochazi k ,prohozeni“ hodnot x a y , majityto funkce ,prohozeny“ predpis — pfedpis jedné ziskdme z
druhé tak, Ze upravime predpis tak, Ze vyjadiime x pomoci y a ziskdme (zdménou x za y ) tak predpis druhé
funkce.

Funkce inverzni k prosté funkci f je f ' ,pro kterou plati:

L D(f')=H(f)
2. Kazdému yeD(fﬁl) je pfifazeno pravéto X€D, ,prokteréplati y=f(x)

Priklad 3:

Funkce f:y=3* ma D(f)=R ; H(f)=(0;»)
Funkee k ni inverznibude mit D (f)=(0,x) ;
H(f)=R




Funkce logaritmus

7 x7

Méme a kladné redlné éislo, rizné od nuly a funkei  f* exponencialni funkci o zdkladu a ( f:y=qg" ).Pak
logaritmicka funkce o zdkladu a je takova funkce g , pro kterou plati:

provSechnaredlndéisla ¢ , d je g(d)=c pravétehdy, kdyz f(c)=d .

Funkei g(x) zapisujeme g :y=log, x , éteme funkce g: y = logaritmus x o zdkladu a.

Jednoduseji:
Funkce y=log, x (¢teme: logaritmus x o zdkladu a) je inverzni funkef k funkci y=a" .Plati podminky, Ze
a€R’;a#1
funkce defini¢ni obor obor hodnot prisecik
y=a' R R [01]
y=log,x R’ R [1;0]

Logaritmus kladného redlného ¢isla x ozakladu a serovniredlnémudislu y pravétehdy, kdyZ a umocnéné
na y serovnd x .<==> y=log xea’'=x

Vlastnosti funkce logaritmus

f(x): y = logax; a>0, a#1; De=R*; H=R; priisecik s osou x je vzdy 1 Px[1;0]
pro o<a<1
funkece je klesajici v celém defini¢nim oboru 4
pro 0<x<1 jsou funkéni hodnoty kladné;
pro x>1 jsou funkéni hodnoty zaporné 3

4 P2 456789101

1213 14151617 18192021 2223242526 27 262930 31 323334 3536 3738 39

" R =unn ARNARE
=g
1
pro a>1
funkce je rostouci v celém defini¢nim oboru e
pro 0<x<1 jsou funkéni hodnoty zaporné; L JEEnER=
pro x>1 jsou funkéni hodnoty kladné A
/
4 e
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Priklady:

a) urceni definicniho oboru:

Xx+2.x+2
*x—4  x-—
log,V—3-xX+3-x+185 —3-x>+3-x + 18> 0=>xe(—2;3)
b) urceni souradnic

lo

> 0= x €(—00;—2)u(4; 0]

z grafu, z po¢itani log u piikladu log, x x=8=>y=-3 -x:l:>y:2 'y=2=>x=l -y:3:>y:l
2 ’ 2 ’ 4’ 8

z grafu, z pocitani log u prikladu log, x x:8=>y:3,‘x:%=>y=—2,'y:2=>x:1,'y:3 =y=8

c) urceni vlastnosti x

log,x <0=x€(0;1);pro zéklad 7 je funkce rostouci; déle viz obrazek a vlastnosti nahore

log, ;x>0 xe(1 ;00)
log,x <0e=x€(1;mo)
5
log, x>0=x€(0;1)
15
10g9XS0<:>X€(0;1>
10g£X20©x€(0;1>
76
IOgIXS0®X€<1;OO)
3
log,;x>0<x€(1 ;0]

z wikipedie:
Desitkovy logaritmus

U logaritmu o z4kladu 10 (nazyvaného desitkovy ¢i dekadicky logaritmus, prip. Briggstiv podle Henryho Briggse) se ve
znaceni vynechava zaklad a piSe se jen prosté log x, nékdy se pouziva také specidlni znaceni Ig x.

Prirozeny logaritmus

Logaritmus o zakladu e se oznacuje jako piirozeny logaritmus (n€kdy také Napiertiv podle Johna Napiera) a znaci se In x
(logaritmus naturalis, latinsky prirozeny logaritmus). Je odvozen od exponencialni funkce s pfirozenym exponentem, coz

je funkce, kterdipro x=0 mateénu y=x+1 .Cislo e~2,718282
Binarni logaritmus

Hlavné v informatice se objevuje logaritmus o zdkladu dva (binarni logaritmus), ktery je v prislusném kontextu nékdy
znacen lg x, pripadné 1d x.
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